VECTORES

Vector fijo : esun segmento cuyos extremos se dan en cierto orden . Se simbolizan de la

®
siguiente forma: AB .

Caracteristicas de un vector fijo:

- ®
1°Mdédulo : eslalongitud del segmento AB. Se simboliza por /AB/
2° Direccion : es la determinada por larecta que pasapor A 'y B, seindicar mediante al
angulo gue forma con una semirecta conocida , normalmente el gje OX+ .

® ®
3° Sentido : es e del origen A a extremo B , es decir no eslo mismo AB que BA , ya
gue tienen mismo modulo y direccién , pero distinto sentido .

Componentes de un vector :
®
S A(X1, X2) Y B(y1 , Y2) entonces las componentes del vector AB seran los nimeros

®
realesy; - Xy ey, - X2, y seescribe AB=(y1 - X1, Y2- X) .
No se debe confundir las "coordenadas de un punto” , con las "componentes de un
vector" .

Calculo de las componentes de un vector :

r De lafigura se deduce que :
b a=r cosa
b=rsena
Dividiendo :
a tga =bla
Por Pitagoras :
r=ad+b

QD

Ejemplo : SIA(3, 1) y B(-2, 4) calcular : ( Hacer un dibujo para aclararse)
®
a) Componentesde AB= (-5, 3)

b) Modulo de AB= +/(-5) +3% =34

c) Direcciéon: tga = 3/-5b a = arctg 3/-5=-31° 6 149° yaque tga = tg(180 + a)
Es decir ladireccién es la de la recta que forma -31° 6 149° con el ge OX+
d) Sentido : puesto que (-5, 3) pertenece al segundo cuadrante elegimos 149° .

Ejemplo : Si un vector tiene 4 cm de mddulo y forma un angulo de 30° con €l gje OX+
calcular sus componentes :

V3

a=4-COS30°:4-7
b=4-sen30°=4-1/2=2



Nota :con los datos del problema no se puede calcular las coordenadas del origeny
extremo .

Ejercicio : El origen de un vector fijo esd punto A(-1, 2) , sumédulo esde3 cmy €l
angulo gque forma con el eje OX+ es 5p/3 . Calcular las componentes del vector y las
coordenadas del extremo B .

Vectores equipolentes:
Dos vectores fijos se dicen equipolentes s tienen el mismo médulo , direccion y sentido
o dicho de otraforma, dos vectores son equipolentes cuando tienen las mismas

componentes . /
Vector libre:
Se llama vector libre a cada vector fijo junto con todos sus equipolentes .

//
//

Asi pueslafrase: " el vector libre (3, 4)" significalo mismo que "el conjunto de vectores
fijos de componentes (3, 4)"

Un "representante” de un vector libre es uno cualquiera de los vectores fijos que lo
forman .

® ®
Un vector libre representado por el vector fijo AB se smbolizapor { AB} o por una
®
letra minGscula o en negrita: a 6 a. Siguiendo esta notacion , el médulo de un vector

® ®
libre se suele representar por /{ AB}/,/al 6 a.

E|erC|C|o Calcular € modulo del vector I|brea =(2,1).S AB €s un representante de
a calcular € angulo que ABformacon el ge OX+.
Ejercicio : Averiguar s los vectores libres (3, 4) y (-6, -8) tienen el mddulo direccion y
sentido .
Suma de vectoreslibres:
® ®

1° Gréficamente : para sumar los vectores libres a , b se procede de la siguiente forma :

® ®
partiendo de un punto A cualquieradel plano setraza un representante ABdd vector a,

y conorigenenB setraza un representante BC del vector libre b El vector libre

c Cuyo representanteACva del origen del primero a extremo del segundo , es el vector
suma . Esta forma de definir el vector suma se llamaregla del paralelogramo .




® ® ® ®
2° Andliticamente: s a= (X1, X2) y b=(y1, y2) sellamasuma a + b al vector libre de

®
componentes ¢ = (X1 + Y1, X2 + Yo)

® ®
Cuestion : Si un vector libre a tiene moédulo 3y otro b mddulo 4, que puedes decir del

® ®
mbdulo de a+b .
Solucion : pues que el mddulo estd comprendido entre 1y 7.

Producto de un nimero real por un vector libre

1° Gréficamente : Si multiplicamos un vector por un nimero real lo que obtenemos es
otro vector de lamisma direccion , y del mismo sentido ( en €l caso de que sea positivo )
. EI médulo se obtendra de multiplicar el valor absoluto del nimero real , por el médulo
del vector .

® ®
2° Andliticamente : si a = (X1, X2) Se llama producto del nimero real k por €l vector a,
®
al vector b = k-a = (kxy , kxp)

Aplicaciones:

1° Calcular las coordenadas de los puntos gque dividen un segmento ABendoso tres
partesiguales .

Ejercicio : Calcular las coordenadas del punto medio entre A(1, 2) y B(3, 8) .
2° Calcular el simétrico de un punto respecto de otro .

Ejercicio : Calcular el simétrico del punto (6 , -2) respecto del punto (-8 , 4)



Producto escalar de dos vectoreslibres
El procucto escalar de dos vectoresa y b es un nimero que resulta de multiplicar sus
maodulos por el coseno del angulo menor que forman , es decir :

a-b=/al-/bl-cosa
Interpretacion geométrica:
El producto escalar de dos vectores esigua a modulo de uno de ellos por la proyeccion
del otro sobre €l .

a

>

b -cosa a

a-b=/al - Proy.b (proyeccion de b sobre a)
Consecuencias :
s a=bentoncesa-a=/a/-/a/ -cosO=/a’ b /a/ = Ja*a |mportante
S los vectores son paralelos y con el mismo sentido: a-b =/a/ - /b/ - cos0 = /al - Ib/
si los vectores son paralelos y pero con distinto sentido: a-b =/a/ - /b/ - cos 180 =
-lal - b/
si los vectores son perpendiculares se dice que son vectores ortogonales, si los
vectores son de modulo unidad se les llama vectores unitarios o normales, y si se
cumplen las dos cosas alavez e les llama vectores ortonormales :
perpendicularesb a-b=/a/-/b/-cos90=0
También se puede ver a revés, esdecir , cuando € producto escalar de dos vectores es
cero, entonces, o los vectores son nulos, 0 son perpendiculares .
Se puede calcular apartir de un vector a , otro vector u que tenga la misma direccion

. . - a . .
, € mismo sentido , y seaunitario : u = Tl se puede ver facilmente que tiene la
a

misma direccion y sentido que a y es unitario porque

/u/=\/u-u:\/ a.,sa _\/a-a:\/a-azl

/al Jal VialZ Va-a

Ejercicio : Calcular €l producto escalar delosvectoresa=(3,1)yb=(2,2)
Ejercicio : Calcular un vector unitario que tengala direcciéon y sentido de (4, 5)

Combinacion lineal de dos 0 mas vector es

Se llama combinacion lineal de los vectoresa, b, c...... acada uno de los vectores de la
formau=ga+ab+...... Por gemplo: (4,-1)=2(1,1) +1(2,-3) enedecan
diremos que (4, -1) es combinacion lineal de (1, 1) y (2, -3) . Hacer un

Vectoreslinealmente dependientes e independientes

Se dice que un conjunto de vectores son linealmente dependientes cuandocada uno de
ellos puede expresarse como combinacion linea de los restantes . En caso contrario se
dice que son independientes . Laforma de comprobarlo esigualar a vector cero una
combinacion linea de todos ellos, si no todos los coeficientes son nulos entonces son
dependientes, en caso contrario son independientes .



Sistema de generador es

Un conjunto de vectores se dice que es un sistema generador si y solo si todo vector del
espacio se puede expresar como combinacion lineal de ellos .

Por ejemplo el vector (1, 0) y (0, 1) son sistema de generadores de R? ya que cuaquier
vector se puede expresar como combinacion lineal de ellos :

(-8,3)=-8(1,0) +3(0, 1) Hacer undibujo para que se comprenda.

Para demostrar que son generadores se iguala una combinacion lineal de ellosa un
vector (a, b) , i a resolver €l sistema podemos poner cualquier valor deay b, entonces
€es (ue son sstema de generadores ya que generan cualquier vector .

Base

Un conjunto de vectores se dice que forman una base cuando son :
- sistema de generadores

- linealmente independientes

Coordenadas de un vector respecto de una base

SeaB ={u;, uy} unabase, s se verificalaigualdad : x = x;u; + XU, entonces alos
coeficientes X; y X, se les llama coordenadas de x respecto de la base B y componentes
M axXxXiug, XoUs .

Ejercicio : Comprobar que (-1, 1) y (2, -1) forman una base . Calcular las coordenadas
de (1, 2) respecto de estabase . Hacer un dibujo para que se comprenda .

Tiposimportantes de bases

- Se dice que una base es nor mada cuando los vectores que la forman son unitarios, es
decir de médulo unidad /u,/ = /u,/ =1.

- Se dice que una base es ortogonal cuando los vectores son ortogonales o
perpendiculares entre si , por lotantou; - u; =0

- Se dice que una base es ortonormal cuando es normaday ortogonal alavez .

Cambio de base

El problema que vamos a resolver se enuncia asi :

Conociendo las coordenadas (x; , X2) del vector u enlabase B = {u,, uy} hdlar las
coordenadas (x;', x,") deu enlabase B'={u;', u,}

Para resolverlo se precisa conocer la expresion de los vectores de la primera base en
funcién de los de la segunda base o viceversa :

Uz = ayily’ + agpUy’

Uz = ap1Uy’ + 3poUy'

Entonces:

U = XaU1+XoUo = Xy(8a1U1' + 812U2") + Xo(e1Us' + @poU") = (X1801+X2801) U1’ +(X1812+X2802) U
Pero por otro lado :

U = X'1Up+x%uy’

Comparando las dos igualdades :

X1' = X801 + Xodp1

Xo' = Xq82 + Xodp2

que son las formulas del cambio de base .

Ejercicio : Se sabe que el vector u en labase B tiene por coordenadas (3, 1) , es decir



u = 3u; + 1u, . Hallar las coordenadas de u respecto de la base B' sabiendo que :
U = 2u;" + uy'

Uz = Uq' - 4uy

Hacer un dibujo del problema . Poner en los gleslabase B'.

Expresion analitica del producto escalar

SeaB ={u;, uy} unabase, y uy v dos vectores cualesquiera que se pueden expresar
como combinacion lineal de los vectores de la base .

U = XU1 + XoU»

V =Yl + YoUo

Por lo tanto tendremos que :

U-V=(XUs+XUz) - (Y1l +YoUp) = XiXolUs/* + }’1)/2/Uz/2 + (X2y2 + Xay1)U1Us
Si labase esnormada :

U -V =XXo+ YiYo + (Xy2 + Xay1)UiUs

Si la base es ortogonal :

U -V = XXolUs/? + yayalupl?

Si labase es ortonormal : ( Caso méas importante y més sencillo )

U-V=XXo+ Y1y

Ejercicio : Calcularu - v, slendou =2u; -3u;=(2,-3)yv=u;+u,=(1, 1) enlos
siguientes casos :

a) U, Uz son dos vectores de mddulo 2 y 3 respectivamente y forman 30°

b) u; , u, son dos vectores unitarios que forman 45°

C) U1, Uy son dos vectores ortogonales , de modulos 3 y 4 respectivamente

d) u; , u, son dos vectores ortonormales .

Expresion analitica del médulo de un vector
Y avimos anteriormente que el modulo de un vector era:

u-u = /u/-lulcos0=/uf* b fu/ = ~Jueu por lo tanto :

Jul ={ (XaUs + XoUz ) - ( XaUz + XaUz ) 12 = { %% usf” + X7 Ul? + 2xa%uau; }2
En el caso de que sea una base normada :
Jul = { X% + X%+ 2XXeUqUp } 12
Base ortogonal :
Jul = { x2Iuf? + xuo? } 2
Base ortonormal:
Jul = { X%+ x,2 } 12
Expresion cartesiana del coseno del angulo que forman dos vectores
cos(u, v) = Uy
' lulelv/
Suponiendo el caso mas sencillo , que es @ de una base ortonormal , tendremos :
X1Y1 T X5Y,

cos(u,Vv) =

\/xlz +X,° -\/yl2 +y,’
En e caso de que v sea un vector de la base ortonormal , el cos se llama coseno dir ector
y es d coseno del angulo que forma el vector u con el vector delabasev .



Ejercicio : Calcular el angulo que forman entre si, los vectores: u(2, 1) y v(-1, 3)
sabiendo que estas coordenadas estan expresadas respecto de una base ortonormal B =
{uy, uy}, esdecir:

u= 2U1 + 1u,

v =-1u; + 3u;

2:(-)+13_ 1
J5¢410 450

Hacer un dibujo suponiendo que la base ortonormal es la canbnica.

cosa = =014 luego a = 81'8°

Ejercicios:

1°SeaB ={u;, Uy} unabasetal que/ui/ =/u,/ =2y forman 60°. Cacular :

a) Modulo ddl vector u = 2u; + 3u, .

b) Producto escalar delos vectoresu = 2u; - U, y v = -4u; + 3u,

¢) Vaor dek paraque los vectoresu = 11u; + ku, y v = u; + 2u, sean ortogonales .
d)cos(u,v)sendou=2u;-u,yv=-u;+Uu;

2° Responder a las preguntas anteriores pero suponiendo que seaB ={u; , u,} unabase
ortonormal .

Sistema dereferencia
Un sistema de referencia en el plano estéd formado por un punto O que se llama origen
del sistema, y por dos vectores que constituyen la base del sistema .

Cambio de sistema de referencia
Vamos a plantear el siguiente problema : consideremos dos sistemas de referenciaen e
plano S=(O;u;, uz) y S =(O5uy' , Uy’ ) .Se sabe que el punto P tiene de coordenadas
(X1, Xo) respecto de S. Calcular las coordenadas de P respecto de S .

P

@)

LarelacionentreBy B' es:

Ui = ay1Uq' + agoUy’

Uz = @1Us' + 8poUy'

Las coordenadas de O respecto de O' son (a, b)
Fjandonos en el dibujo :

O'P=0'0+0P

Por lo tanto :

X'1U1'+XU" = au;' + buy' + XgUs + XaUp = @y’ + buy' + Xy(@g1Us' + @12U2) + Xa(@1Us' +
32U?) = (a+ X18u1 + Xoe1)U1' + (D + Xqau2 + XoBp2)U2' -
Comparando €l principio con € final :

X1 = a+ Xian1 + Xo81

X2' = b+ X180 + X002



Ejercicio : Se conocen las coordenadas (-1, 3) de un punto P respecto del sistema de
referencia S . Se sabe ademas que O' tiene de coordenadas (2 , 4) respecto de O .

También se sabe que :
u," =-2u;
U =-uU;+ Uy

Calcular las coordenadas de P respecto de S'.
Hacer un dibujo .

Cambio de sistema de referencia ortonormales

En el caso de que las bases sean ortonormales , podemos calcular las coordenadas de u,
y U en funcion del angulo que forman con los vectoresu;' y uy' .

U1 = ayily’ + agpUy’

Uz = ap1Uy’ + 3poUy'

u; =cosa u;' - sena u,'
U, = sena u,' + cosa u,'
Luego tenemos :

X{' = a+ X;c0sa + X,sena
Xo' = b - X;1Sena + x,cosa

En & caso de que haya unatraslacion de gjes, las bases siguen siendo las mismas , solo
cambia el origen, haciendoa =0:

Xi'=a+x;

le =b+ Xo

En € caso de que haya una rotacién de gjes, los origenes coincideny (a, b) = (0, 0) por
lo que:

X{' = X;c08a + X,Sena

X2' = - X;Sena + X,cosa

Ejercicio : Calcular las coordenadas de P respecto de S = (O';u;' , Uy’ ) sabiendo que
respecto de S=(O;u;, U, ) son (3, 4) y que S esta girado 45° respecto de S . Se supone
gue los sistemas son ortonormales .



PROPIEDADES METRICAS DEL PLANO

Ecuaciones delarecta

Como se puede comprobar en el dibujo :

x=a+td sendotl R Ec vectorial de larecta

Puesto que estamos utilizando un sistema de referencia S = (O;u; , U, ) entonces
tendremos :
X,¥Y)=(Xo,Yo) +t(dy,d2) P | Xx=Xo+1td; Ec paramétricas de larecta
Y =Yo+td;

Despejando t eigualando :

X- Xy _ Y- Yo
d, d,

Ec continua de la recta

Nota: en € caso de que d; o d, sean 0 entonces significa que los vectores directores son
paralelos alos gesy por tanto , si d; = 0 entonces x = X, = cte recta paralelaa gey que
pasapor x = 3, y analogamente parad, =0 .

Si pasamos todo a mismo miembro :

X - diy -Xodo+yod; =0 P [Ax+By+ C=0| Ecgenera delarecta
sendoA=d,yB=-d;
Se puede observar que A y B no son mas que las componentes de un vector
perpendicular a vector director yaque (d; , d>)-(A,B) =(d;, d>)-(dz>, -d;) =0
Si en laec general despejamos C y dividimos por -C obtenemos :

L+L:1 b 5+X:1 Ec candnica o segmentaria de la recta
¢ C a b
A B

en este caso ay b son los puntos de corte con los gjes .
Si en la ec continua pasamos los denominadores a un miembro y los numeradores a otro
obtenemos :

Y- Yo dz

—==m Ec en laforma punto pendiente
X- X, d;

Si despgamos la'y en esta ecuacion :



y=mx-xom+y, P | y=mx+n| Ecexplicitadelarecta

En esta ecuaciéon lam nos da la inclinacion de larectay n nos da la ordenada en €l origen
0 punto de corte con €l gey .

Ejercicio : Calcular las todas las ecuaciones de la recta que pasa por los puntosA(2, 3) y
(-1,1).

Posicién relativa de dos rectas en € plano

Puede ocurrir 3 casos :

a) Que sean paralelas :

- Los vectores directores son dependientes o paralelos o proporcionales, pero ningun
punto pertenece alasdosrectasalavez .

- Tienen la misma pendiente m pero distinto n

- Larelacion entre los coeficientes de la ec general es A/A'=B/B" C/C'

b) Que sean coincidentes :

- Los vectores directores son paralelos y los puntos pertenecen alas dos rectas alavez .
- Tienen lamisma pendientey n

- Larelacion entre los coeficientes de la ec general es A/A'=B/B'=C/C'

c) Se corten:

- Los vectores directores no son paraelos

- Digtintam

- Larelacion entre los coeficientes de la ec general es A/A' B/B'

Un caso particular de rectas que se cortan es € de rectas perpendiculares, veamos cuaes
son las condiciones para que dos rectas sean perpendiculares :

Si larectar tiene de vector director (d; , d,) unarecta perpendicular a ellatendra de
vector director (-d, , d;) como yavimos por o que obtendremos :

rectar recta paralelaar recta perpendicular ar
Ax+By+C=0 Ax+By+C =0 -Bx+Ay+C=0
y=mxX+n y=mx+n y=(-Um)x +n'
(X, ¥)= (X0, Yo) +t(dh, do) [(X,Yy) = (X0, Yo) +t(ds, dz) [(X,Y)=(X0,Y0)+1t(-dr, )

Ejercicio : Calcular la ecuacion de la recta que pasa por € punto A(3, -2) y es
perpendicular alarectar® 5x -3y +2=0.
Calcular tambien unarecta paralelaar y que pase por A .

Distancia entre dos puntos
Ladistancia entre dos puntos A y B es simplemente el médulo del vector que va desde A
hasta B o al revés . Por lo tanto :

d(A,B) = \/(Xz - X1)2 +(Y2 - Y1)2

Distancia entre un punto y unarecta

Para calcular la distancia minima (perpenduicular ) de un punto P aunarectar
podriamos seguir los sguientes pasos :

- calcular unarectar' perpendicular ar que pase por P




- calcular €l punto de interseccion Q entrery r'
- calcular ladistanciaentre Py Q

Para simplificar las operaciones se utiliza la siguiente formula:
r.

\P(XOYO)

a
" reAx+By+C=0

@)

PD-u=PD-1-cosa=PQ-=d(P,Q)

Por otro lado :

PD -u = (di-Xo, d2 - Yo)( A : B ) = ~AX, - By, +(Ad, +Bd,)
JA? +B? JAZ+B? JA? +B?

Puesto que D pertenecear :

PD.u= “AXo - BY,- C =d(P,Q)

Puesto que la distancia debe de ser positiva tomaremos el valor absoluto :

X, +By,+C

JA? + B?

Ejercicio : Calcular ladistanciadel punto P (2, -3) alarectar® y =4x-10

dp.r) =12 /

Distancia entre dos rectas

Para calcular la distancia entre dos rectas debemos de comprobar si son paralelas,
después debemos de obtener un punto una de ellas y por ultimo calcular la distancia de
este punto alaotrarecta.

Ejercicio : Calcular ladistanciaentrelasrectasr© 2x +5y-8=0y r'° -4x -15y +10=0

Angulo entre dosrectas

Se llama éngulo entre dos rectas secantes a menor de los angulos que determinan dichas
rectas, o lo que eslo mismo , al menor de los &hgulos que forman sus vectores
directores, o0 lo que eslo mismo , a menor de los &ngulos que forman sus vectores
perpendiculares .




nen'  _ /AA' + BB'/

cos(r,ry=cos(u,u')=cos(n,n')= =
( ) ( ) ( ) nle/n'/ \/A2+BZ '«/A'2+B'2

Ejercicio : Calcular € angulo que forman las rectas :
L]' - y_+2 y ro i = E
3 4 12 5

rO

Ecuacion de las bisectrices de los angulos que determinan dos rectas

Se llama bisectriz de un angulo a la semirecta que tiene por origen al vértice del angulo y
divide a éste en dos partesiguales . Todos los puntos que pertenecen a la bisectriz
poseen la propiedad de equidistar de los lados del angulo .

Por ser P un punto de la bisectriz , ladistanciade P alasrectasr y r' debe de coincidir
por lo que:

Ax +By +C A'x +By +C
/ Y /=1 Y /

A2+BZ IA12+BIZ

Quitando los valores absolutos, obtendremos dos soluciones que son las ecuaciones de
las dos hisectrices :
o Ax +By +C A'x +B'y +C

a =
A2+BZ IA12+BIZ

b2c)Ax +By +C __A'x +By +C

A2+BZ IA12+BIZ

Estas ecuaciones se pueden poner en forma general multiplicando en cruz .

Ejercicio : Calcular la ecuacion de las bisectrices de los angulos que determinan las rectas
re3x-4y+5=0y r'°ex+8y+1=0.

Areadeun triangulo

A BI
IAB/ =/AB'/

h=/AC/sena




Area=1/2-/AB/-h=1/2-/AB'/ -/IAC/ sena =1/2 - /AB'/ - /AC/ cosb =
=1/2 - /AB' - AC/ donde setoma valor absoluto para que no salga un &rea negativa.

Ejercicio : Calcular €l &readd triangulo de verticesA(1, 2) B(-1,4) y C(2,0) .



